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1 Uvod

Problem resavanja jednacina je jedan od najstarijih problema u matematici. Po-
znato je da u opsStem slucaju nije moguce izraziti korene polinoma, stepena vec¢eg od
4, preko svojih koeficijenata i operacija sabiranja, mnozenja i korenovanja. Takode,
one jednacine koje opisiju neku fizicku velicinu uglavnom nije moguce resiti ana-
liticki, ili ako je to moguée najcesée resenje je analiticki vrlo glomazno. Na primer,
Kardanove! formule daju analiticke izraze za resenja kubne jednacine ali su ona
toliko analiticki komplikovana da se u praksi ne koriste. Na primer, jednostavna
jednacina z° — 22 + 2 + 5 = 0 u skupu C ima resenja
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U ovakvim i sliénim problemima se pribegava numerickim metodama.

Kroz ovaj rad ¢emo predstaviti osnovne iterativne metode za resavanje neline-
arnih jednacina i sistema. Naravno, pored matematicke osnove, algoritme ¢emo
implementirati u programskom paketu Mathematica i na konkretnim primerima vi-
deti znacaj numericke matematike. Naravno bez racunara, ovi algoritmi bi bili jako
zamorni za rucno izvrsavanje a nekad i nemogudi.

1.1 Sta je to programski paket Mathematica i ¢emu sluzi?

Mathematica je programski paket za matematicke i uopste naucne primene.
Mathematica ima velike mogucénosti. Posebno je pogodna za:
1. Numericka izracunavanja,
2. Simbolicka izrac¢unavanja,
3. Graficko prikazivanje podataka i funkcija.

LGerolamo Cardano (1501-1576)-italijanski matematicar



Razlikuje se od klasi¢nih proceduralnih programskih jezika kao Sto su Pascal,
Fortran ili C po tome Sto pomenuti programski jezici imaju oko 30 ugradenih ma-
tematickih operacija, dok ih Mathematica ima nekoilko hiljada.

Nastanak programskog paketa Mathematica obelezava pocetak modernog nau-
¢nog izracunavanja. Pocetkom 1960-tih godina nastali su paketi koji su bili speci-
jalizovanji za numericka, algebarska i graficka izracunavanja. Znacaj programskog
paketa Mathematica je taj Sto ih je ona sve ujedinila u jedinstvenu celinu.

Programski paket Mathematica je nastao u softverskoj kompaniji Wolfram Re-
search vlasnika Stivena Volframa? i predstavlja jednu od najveéih aplikacija ikada
razvijenih. Danas je sastavni deo mnogih programa na studijama matematike,
racunarskim i tehnickim naukama Sirom sveta.

1.2 Sta je cilj ovog rada?

Cilj ovog rada je da pokaze znacaj progrmskog paketa Mathematica u Nu-
merickoj matematici. Naravno, nece biti re¢i samo o numerickim izra¢unavanjima u
paketu Mathematica nego i o simbolickom ra¢unu i njihovim medusobnim vezama.
Videce se i direktna veza izmedu matematike kao teorijske nauke i njenih primena
u konkretnim problemima uz pomo¢ racunara.

Svaki numericki algoritam bi¢e prezentovan na strogim matematickim osnovama
i bi¢e implementiran u paketu Mathematica uz objasnjenja koje su ugradene funkcije
koris¢ene.

1.3 Ugradene funkcije Solve, NSolve i FindRoot

Kao kontrola izvrsavanja algoritama koristicemo ugradene funkcije programskog
paketa Mathematica:
1. Funkcija Solve resava jednacinu ili sistem jednacina analiticki, ako je to moguce,
trazeci sva resenja,
2. Funkcija NSolve reSava jednacinu ili sistem jendacina numericki, trazeéi sva
resenja jednacine ili sistema,
3. Funkcija FindRoot resava jednacinu ili sistem jednacina u okolini date tacke,
trazedi jedno jeSenje jednacine ili sistema.

Funkciji FindRoot se pribegava ako je jednacina previse analiticki komplikovana
da bi se trazila sva resenja ili ako je sistem previse komplikovan da bi mu se nasla
sva resenja. Tada se zadaje pocetna tacka i onda je moguce doc¢i do resenja.

Primer iz uvoda je na primer resen koristeé¢i ugradenu funkciju Solve primenjenu
na datu jednacinu koja je stepena 3 pa je bilo moguce da se resi analiticki. Objasnimo
na primerima kako se koriste pomenute funkcije.

1. Pozivom NSolve [x"3-x"2+x+5==0, x] dobijamo resenje smesteno u listu

{{ x—-1.27816},{x—1.13908-1.61689 i} {x—1.13908 +-1.61689 i} }.

Kada bismo hteli da dobijemo resenje na veéi broj ta¢nih cifara, recimo na primer
na 10, pozvali bismo funkciju, gde bismo posle nepoznate promenljive po kojoj se
reSava numericki jednacina naveli i broj zeljenih cifara:

NSolve [x"3-x"2+x+5==0, x, 10].

2Stephen Wolfram(1959)-britanski matematicar, fizicar, programer
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2. Pozivom FindRoot [x"3-x"2+x+5==0,{x ,-1}] dobijamo jedno resenje u
obliku liste {x—-1.278161486}.
Primetimo da smo trazili reSenje u okolini broja -1. Da smo, na primer, funkciju
pozvali na sledeéi nacin:

FindRoot [x"3-x"2+x+5==0, {x, 1-I}].

dobili bismo listu

{x—1.1390815363990743 -1.6168973891059626 i}.

Primetimo da se, u programskom paketu Mathematica, imaginarna jedinica ¢
oznacava velikim slovom I .
3. Kao sto je ve¢ napomenuto, paket Mathematica podrzava simbollicko racuna-
nje. Ilustrujmo to slede¢im primerom.
Resimo kvadratnu jednacinu az? + bz + ¢ = 0 simbolicki.
Pozivom funkcije
Solve [ax\2+bx+c==0, x]

dobijamo

{{ —Vb?% — 4a c—b} { Vb?% — 4a c—b}}
X — % , 48X — %a .

Primetimo da je jedan od osnovnih tipova podataka sa kojim programski paket
Mathematica operiSe lista.

Kada bismo hteli da radimo dalje sa dobijenim vrednostima morali bismo da ih
prvo izdvojimo iz date liste. To radimo slede¢im nizom naredbi:

Solve[ax2+bx+c==0, x];lista=x/.sol;

a prvi element liste izdvaja se kao 1ista[[1]] dok se drugi izdvaja kao listal[[2]].
Resimo sada simbolicki sistem jednacina

r+ay+1=0
(S) s
r+y —6=0,

gde je a € R.
Pozivom Solve[ay+x+1==0 && x+y"2-6==0,{x,y}] dobijamo resenje

{{H%(,az+¢ma,2),ﬁ%(afm)},{H%(,g,ma,Q),H%(mﬂ)}}.

1.4 Ugradene funkcije za optimizaciju

Programski paket Mathematica raspolaze i optimizacionim funkcijama Minimize,
Maximize, NMinimize, NMaximize, FindMinimum i FindMaximum. Treca i Cetvrta se
koriste za numericku optimizaciju, kada tacne metode ne mogu naci resenje. Na
primer, ako Zelimo na¢i minimum funkcije f(z,y) = 2% + (zy — 2)? u skupu R?
pozvali bismo

NMinimize [x"2+(xy-2)"2,{x, y}]
i dobijamo
{3.68983 - 107%, {x — 0.00192087,y — 1041.19}}.
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Prvi element dobijene liste je trazeni minimum a drugi element liste je lista u kojoj
su smestene koordinate dobijenog minimuma.

Funkcije FindMinimum i FindMaximum nalaze lokalni ekstremum funkcije po-
laze¢i od zadate tacke dok funkcije Minimize, Maximize, NMinimize i NMaximize
nalaze globalni ekstremum funkcije.

Na primer, pozivom naredbe FindMinimum[x Cos[x], {x,2}] dobijamo lokalni
minimum funkcije f(z) = x cosz u okolini tacke x = 2.

Mozemo izvrsiti minimizaciju neke funkcije sa datim ogranic¢enjima. Na primer,
ako se trazi minimum funkcije f(z,y) = 2% — (y — 1)? sa ogranicenjem % + y* < 4
pozvali bismo

NMinimize [{x"2-(y-1)"2,x"2+y"2 < 4}, {x,7}]
i dobijamo resenje
{—9.,{x — 6.55605118140317 - 10~ 2,y — —2.}}.

Preciznost izracunavanja kod svih ovih funkcija mozemo podesavati parametrom
WorkingPrecision. Na prethodnom primeru, sa ta¢noséu na 20 decimalnih mesta,
lokalni minimum dobijamo pozivom

FindMinimum[x Cos[x],{x,2}, WorkingPrecision— > 20].

2 Numericki algoritmi za reSavanje nelinearnih
jednacina

U ovom delu razmatra¢emo problem odredivanja resenja jednacine f(z) = 0.
Metode ¢emo razvrstavati po brzini nalazenja resenja i broju racunskih operacija
koji izvrsavaju po iteraciji. Dac¢emo za svaki algoritam dokaz i implementaciju u
programskom paketu Mathematica.

Na kraju izdvajamo metode za simultano odredivanje nula polinoma. Razlog
zasto polinome izdvajamo je taj zato sto polinomi imaju mnoge lepih osobina koje
druge funkcije ne poseduju:

1) lako se nalazi zbir, proizvod i koli¢nik,

2) lako se racuna vrednost polinoma,

3) lako se racunaju grani¢ne vrednosti, izvodi i integrali.

Zbog ovh lepih osobina polinoma uglavnom se u matematici funkcije aproksimi-
raju polinomskom funkcijom. Sa tim u vezi dajemo slede¢u fundamentalnu teoremu.
Dokaz se moze naéi, na primer, u [1].

Teorema 1. (Vajerstras®) Neka je data neprekidna funkcija f : [a,b] — R. Tada
za svako € > 0 postoji niz polinoma (p,); 2 € R[z] kogi uniformno konvergira ka f.

Napomenimo samo jos da se kod aproksimacije funkcija u praksi ne koristi Va-
jerstrasova teorema. Razlog za to je zato Sto niz iz tvrdenja teoreme vrlo sporo kon-
vergira ka funkciji koju aproksimiramo. Postoje primeri kada za neku jednostavnu
funkciju polinom koji se dobija iz Vajerstrasove teoreme mora da bude stepena veceg
od 100 sto je za dalja koris¢enja nefunkcionalno. Dakle, Vajerstrasova teorema ima
veliki teorijski znacaj, dok nije od prakti¢cnog znacaja.

3Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)-veliki nemacki matematicar
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2.1 Iterativni procesi i red konvergencije iterativnhog me-
toda

Sada ¢emo opisati kako je na izvestan nacin moguce izmeriti brzinu konvergencije
nekog niza.

Definicija 1. Neka je dat realni niz tacaka (x,)}2% koji konvergira ka T € R. Niz

400 - .o . . .-
(xn),12% ima red konvergencije najmange v ako vazi

|01 =T = Oz —7[").

Niz ()2 ima red konvergencije tacno r ako vaZi

|xn+1 - f|

=C.

lim
n—+o0o |$n — a7|r

Konstanta C' se naziva faktor konvergencije ili asimptotska konstanta greske.

Ako je r = 1 rec¢ je o linearnoj, za r = 2 o kvadratnoj a za r = 3 o kubnoj
konvergenciji. Primetimo da kod metoda koji imaju isti red konvergencije, mozemo
re¢i da je brzi onaj kome je manja asimptotska konstanta greske. Naredna teorema
daje nacin za izracunavanje reda konvergencije odredenih iterativnih metoda.

Teorema 2. Neka iterativni metod x,41 = g(x,) konvergira ka T € (a,b) na sege-
mentu [a,b] i neka funkcija g ima neprekidni izvod reda v u nekoj okolini tacke .
Tada je red konvergencije iterativnog metoda r ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

1) g(z) =7,
2) ¢(@) =9"(T) =..=¢" V(@) =0,
3) ¢ (x) # 0.
Osim toga vazi i
i 1Bt - 7l _¢"@)
n—+too |x, — Z| 7l

Dokaz. Neka su z,1 1 x, dve susedne iteracije koje pripadaju okolini U(Z) u kojoj
je ¢ neprekidna funkcija. Na osnovu Tejlorove* formule za funkciju ¢ u okolini
tacke T (sa ostatkom u Kosijevom obliku) imamo:

"(z) 2 @) | g"(&) =
92! (v, —T) +...+g(T_1)! +7 . (x, —T)",

9(zn) = 9(T) + ¢'(@)(zn —T) +
gde je &, tacka koja se nalazi izmedu tacaka x,, i *. Odavde, na osnovu neprekidnosti
funkcije ¢ u U(Z) i toga &to se &, nalazi izmedu x, i T imamo koristeéi uslove
teoreme:

g(r) (&)

rl

li ‘anrl - §| _
im — =
n—+oo ‘:[;n — x’r

Odavde imamo direktno po definiciji da je red konvergencije ovog iterativnog metoda
jednak r.
m

4Brook Taylor (1685-1731)-engleski matematicar
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Primetimo da na osnovu prethodne teoreme sledi da je red konvergencije itera-
tivnih metoda tipa x,.1 = ¢(z,) uvek prirodan broj i da je faktor konvergencije
jednak

9" ()

0:’—.
rl

Primetimo takode da sa pove¢anjem reda konergencije raste i brzina metoda,
ali poveCavanjem reda raste i broj funkcijskih izrac¢unavanja po iteraciji. Postoje
metodi koji imaju manji red od nekih drugih metoda ali su efiksaniji. Posledica
ovog je slede¢a definicija.

Definicija 2. Neka je dat iterativni metod reda r i neka se u svakoj iteraciji zahteva
ukupno 0 funkcijskih izracunavanja (vreednosti funkcije ili njenih izvoda). Uvedimo
sledecée velicine:

r
57
Prva veli¢ina se naziva tnformaciona efikasnost a druga racunska efikasnost.

E; = E,=r?.

Za sve metode koji slede izracunac¢emo red konvegrancije, asimptotsku konstantu
greske, informacionu i racunsku efikasnost i uporediti ih po tome. Prirodno se
namece pitanje nalazenja optimalnog odnosa izmedu reda konvergencije metoda i
funkcijskih izracunavanja po iteraciji. Slede¢u hipotezu su postavili Kung i Traub
1974. godine i jos uvek nije ni dokazana ni opovrgnuta. Na osnovu nje ¢emo dati
definiciju optimalnog metoda.

Definicija 3. Iterativni metod je metod bez memorije ako je za sracunavanje
svake naredne iteracije je potrebna samo vrednost prethodno sracunate iteracije. U
protivnom kaZemo da je iterativni metod sa memorijom.

Hipoteza 1. (Kung, Traub, 197}.)
Iterativni metod bez memorije koji u svakoj iteraciji zahteva ukupno m+1 funkcijskih
wzracunavangja, ima red konvergencije najvise 2™.

Definicija 4. [terativni metod bez memorije je optimalan ako zadovoljava granicu
koju predvida Kung-Traubova hipoteza.

2.2 Izlazni kriterijumi iterativnih metoda

Da bismo primenili neki iterativni metod, potrebno je definisati nacin njegovog
zaustavljanja, jer nije moguce uraditi beskona¢no mnogo iteracija. Dakle, moramo
na neki nacin utvrditi kako ¢emo meriti koliko smo se priblizili ta¢nom resenju
jednacine.

Dakle, neka je dat konvergentan iterativni metod zy; = ®(z) koji konvergira
ka 7, tatnom resenju jednacine f(x) = 0.

U ovom radu ¢emo koristi kriterijum uzastopnih apsolutnih razlika tj. |z;,1—
x| < e. U opstem slucaju ovaj kriterijum ne garantuje da smo nasli resenje
jednacine sa ta¢noséu € > 0.

Jos jedan od mogucih kriterijuma je |f(z,)| < e. Nedostatak ovog kriterijuma je
taj Sto on moze biti zadovoljen i kada je z, dosta daleko od Z. To se ¢esto dogada
ako je f'(Z) malo.
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Mogucée je koristiti kriterijum apsolutne relativne razlike |z —xy|/|z| < €.
Ovaj kriterijum ne treba koristiti ako je  blisko nuli.

Najcesce se zadaje i maksimalni broj iteracija. Ako se ovaj broj prekoraci,
izracunavanja se prekidaju i ispisuje se poruka da resenje nije pronadeno sa zeljenom
tacnoscu.

2.3 Opsti iterativni metod

Sada ¢emo preci na konstrukciju konkretnog iterativnog metoda. Pre toga na-
vodimo jednu od fundamentalnih teorema matematike. Teoremu dokazujemo, jer
je dokaz bitan za zaustavni kriterijum iterativnog metoda koji sledi. Teorema d¢e
biti data u terminima metrickih prostora. Inace, teoremu je dao Banah® u svom
doktorskom radu 1922. godine.

Podsetimo, preslikavanje f metrickog prostora (X, d) je kontrakcija ako postoji
realan broj g € (0,1) tako da za sve z,y € X vazi d(f(x), f(y)) < q-d(z,y).

Teorema 3. (Banah) Neka je dat kompletan metricki prostor (X, d) 1 kontraktivno
preslikavange f : X — X. Tada preslikavanje f ima jednistvenu fiksnu tacku u X .

Dokaz. Neka je ro € X proizvoljna tacka. Generisimo niz (z,):2 sa 2,11 = f(z,).
Dokazimo najpre da je ovako definisan niz Kosijev u X'. Najpre primetimo da vazi
sledeéa procena za svako n € NU {0} i za neko ¢ € (0,1):

d($n+1> a:n) = d(f(xn)a f($n71>> S qd(xru -I'nfl)-
Neka je m > n. Na osnovu nejednakosti trougla imamo:
AT, Tn) < d(@my T—1) + oo + d(@p11, T)

n

m— n q
< (@7 g")d(, o) < =

qd(xl, xg).

Odavde iz toga $to je ¢ < 1 kada m — 400 dobijamo da d(z,,x,) — 0, odnosno
da je niz (z,) 2 Kosijev u X.

Kako je prostor (X, d) po uslovu teoreme kompletan imamo da je niz (z,)
konvergentan u X'. Neka je

—+00
n=0

lim z,=7T€ X.
n—-+00

Dokazimo da je T fiksna tacka preslikavanja f. Na osnovu procene:

d(z, f(T)) < d(T, 2n) + d(xn, f(2n)) + d(f (20), [ (T))
< d(T,2n) + d(@n, Tpa1) + qd(@n, T) < (1+ Q)d(T, n) + ¢"d(21, o).
Kako desna strana nejednakosti tezi nuli kada n — 400, dobijamo da je
d(z, f(z)) =0
odakle sledi 7 = f(7).

Dokazimo da je fiksna tacka jedinstvena. Ako bi postojale dve razlicite fiksne tacke
T 1 T3, tada bi bilo

d(T1,T5) = d(f(71), [(T2)) < qd(T1,72),
sto je nemoguce, jer je ¢ € (0,1). ]

5Stefan Banach (1892-1945)-poljski matematicar
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Najvaznija nejednakost za numericku matematiku i primene, koja je posledica
dokaza ove teoreme, je sledeca:
Kako za sve m,n € N takve da m > n vazi

n

d(ﬂh, To),

A, 20) < 7

a preslikavanje d kao metrika na X je neprekidno na X', imamo kada m — +oo u
poslednjoj nejednakosti da za svako n € N vazi

n

d(T,n) < 5 =

d(Il,JIO).

Ova nejednakost nam omoguéuje da direktno procenimo gresku i izra¢uanamo koliko
je iteracija potrebno da bi se zadovoljila Zeljena tacnost. Sve ostalo je posao za
racunar. Preciznije, da bi se zadovoljila tacnost za neko £ > 0 potrebno je da vazi:

n In(1—q)e
_ d(o,
d(T,x,) < d(z1,70) < € == n > Lzom)
1—gq Ing
In(1—gq)e
Dakle, ako sracunamo 1 + d“ﬁ’l—‘;l) iteracija, sigurni smo da smo zadovoljili

zeljenu tacnost. U praksi je situacija jo§ povoljnija, jer smo imali nekoliko majori-
zacija tako da se uglavnom dobija tacnost za red veli¢ine vise. Ovu pogodnost ¢emo
videti na konkretnim numerickim primerima koji slede.

2.3.1 Algoritam

Teorema 4. Neka je data funkcija ® : [a,b] — [a,b] koja je neprekidna na |a,b] i
diferencijabilna v (a,b). Ako postoji ¢ € (0,1) tako da je |®'(x)] < ¢ < 1 za svako
x € (a,b), onda je iterativni metod x,.1 = ®(x,) konvergentan za svako xy € |a,b|, a
graniéna vrednost T predstavlja jedinstveno resenje jednacine ®(x) = x na segmentu

la, b].

Dokaz. Nekasu x,y € [a,b]. Primenom Lagranzove teoreme na funkciju ® dobijamo

@ () = ()| = [®'(O)llz — yl,

gde je ¢ tacka izmedu x i y. Odavde, koristeéi |®'(x)] < g < 1, sledi da je ®
kontrakcija, a kako je prostor (R, |-|) kompletan metricki prostor, imamo na osnovu
Banahove teoreme nase tvrdenje. O

Iterativni postupak prekidamo kada sracunamo 1+ [%] iteracija, i ovaj
kriterijum garantuje zeljenu tac¢nost.

Alternativni kriterijum, koji ne garantuje zeljenu ta¢nost, ali u praksi se pokazuje
kao vrlo uspesan je taj da izracunavanja prekinemo kada bude zadovoljeno |z, —
Ty| < e.

Formalno, radi preglednosti, dajemo algoritam u obliku pseudokod® notacije.

6Pseudokod notacija li¢i na strukturu nekog proceduralnog programskog jezika, ali se mnogi
¢isto implementacioni detalji ne prikazuju
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Algoritam 1 Opsti iterativni metod
Input Iterativna funkcija ®, segment [a,b], pocetna aproksimacija zo € [a,b] i
tacnost €.
n:=1
xy = O(z9);
while |z, — x, 1| > ¢ do
pom =,
T, = ®(pom)
Tp_1 = pom
n:=n+1
end while
return z,,

R A o

2.3.2 Implementacija

Sada dajemo implementaciju opsteg iterativnog metoda u programskom paketu
Mathematica. Kod ¢e biti dat u formi modula da bi se lakse menjali ulazni pa-
rametri. Ulazni parametri ce biti iterativna funkcija Phi, Zeljena tacnost eps i
pocetna aproksimacija x0. Naravno, korisnik je obavezan da proveri pre toga da li
su zadovoljeni uslovi teoreme da bi algoritam korektno radio.

Module [{xnew, xold, i, Tablica = {{"k", "x[k]"}}, pom},
i=0;
xold = x0;
AppendTo[Tablica, {i, N[xold, 12]}];
xnew = Phi[xold];
i=1;
While[Abs[x0ld - xnew] >= eps,
AppendTo[Tablica, {i, N[xnew, 12]}];
pom = Xnew;
xnew = Phi[pom];

Opstilterativni[Phi_, eps_, x0_] :=

xold = pom;

i++];
Return[TableForm[Tablical]]
]

Primer 1. Resiti numericki jednacinu 10 — 2z + sinxz = 0 pomocéu metoda proste
iteracije, ako je moguée, sa tacnoséu ¢ = 1078,

Resenje. Neka je f(z) = 10 — 2z + sinz, = € R. Kako je f'(x) = =2+ cosz < 0
imamo da f opada na celom skupu R. Dakle, ako funkcija ima nulu onda je ona (zbog
monotonosti) jedinstvena. Lokalizaciju mozemo utvrditi na sledeca dva naé¢ina. Na
primer, mozemo primetiti da je f(4) > 0 a f(5) < 0 pa kako je funkcija neprekidna
(videti teoremu o meduvrednosti iz narednog odeljka) zakljuc¢ujemo da ima nulu na
[4,5].

Drugi nacin je da nacrtamo grafik ove funkcije. U tu svrhu, u programskom
paketu Mathematica postoji ugradena funkcija Plot koja crta grafike funkcija. Pri-
mera radi, pozivom funkcije Plot [10-2x+Sin[x],{x,-4,5}] dobijamo grafik funk-
cije na segmentu [—4, 5].
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— 10— 2 X+ SiN(X)

Dakle, i sa grafika mozemo zakljuciti da jednac¢ina ima nulu na [4,5]. Napisimo
jedna¢inu u njenom ekvivalentnom obliku

1
=5+ -sinx.
z —1—28111313

Dokazimo da je iterativna funkcija ® : [4,5] — [4, 5], definisana sa ®(z) = 5+% sinx,
kontrakcija. Kako je |®'(x)| = |0.5cosz| < 0.5, imamo kontraktivnost funkcije ®.
Dakle, mozemo primeniti opsti iterativni metod. Neka je

Tri1 =5+ 0.5sinx,, ke NU{0}.

Sada dobijamo reSenje pozivajuéi Opstilterativni[Phi, 10"(-8),4.5]. Resenje je
prikazano, radi preglednosti, tabelarno:

"

x[K] )
4.50000000000000
4.51123494116745
4.51008167346816
4.51019721082255
4.51018560662482
4.51018677181749
4.51018665481599
4.51018666656453

{ J

Primetimo da smo reSenje dobili sa zeljenom tacnoséu, na osam tacnih cifara.
Tacne cifre su boldovane. Analizirajuéi vrednosti dobijene u tabeli, mozemo prime-
titi tipicnu linearnu konvergenciju metoda. U svakoj sledecoj iteraciji je dobijena
jos po jedna tacna cifra. A

N O Ul W N~ O

2.4 Metod polovljenja intervala

U ovom delu ¢emo opisati jedan od najprostijih iterativnih metoda. Bazira se
na istom principu kao i binarna pretraga” ali je jako spor dok je binarna pretraga

"Binarna pretraga je algoritam za pronalazenje elementa u sortiranom nizu brojeva. Neka je niz
celih brojeva sortiran u neopadaju¢em poretku. Odabere se sredisnji element niza, ako je trazeni
broj veéi od odabranog korak se ponavlja na levoj polovini niza a ako je manji na desnoj. Ako niz
ima n elemenata sloZenost ovog algoritma je O(logn). Za vise informacija videti izuzetnu knjigu
[11].
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jedan od sofisticiranijih nacina za nalazenje nekog elementa u sortiranom nizu. Iako
je dosta spor (prvog reda), primenljiv je na dosta Siroku klasu funkcija. Naime,
zahteva se samo neprekidnost funkcije na segmentu gde je izolovano jedno resenje
jednacine.

2.4.1 Algoritam

Iskazimo najpre dobro poznatu teoremu koja ¢e nam pomodéi oko konstrukcije
algoritma. Njen dokaz se moze naéi na primer u [8].

Teorema 5. (O meduvrednosti) Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna i neka
na krajevima segmenta uzima vrednosti razlic¢itog znaka. Tada postoji & € (a,b) tako

da je f(§) = 0.
a+b

Sada mozemo konstruisati algoritam. Odaberemo sredisnju tacku “=. Ako je
f(“T*b) = 0 onda je nadena nula funkcije.

Ako nije primenjujemo prethodni korak na jedan od segmenata [a, “T*b] ili [‘ZTH’, b]
u zavisnosti od toga na kom segmentu funkcija ima razli¢it znak u krajevima.

Dokaz da metod konvergira ka izolovanom reSenju jednacine na segmentu je
direktna posledica sledece teoreme.

Teorema 6. (Kantor®) Neka je |a,, b,] niz umetnutih segmenata ¢ija duZina teZi
0. Tada je presek svih segmenata iz datog niza jednoelementan skup.

Dokaz. Posmatrajmo nizove a, i b,, levih i desnih krajeva svakog od umetnutih
segmenata. Kako je (a,)29 rastuéi i odozgo ogranicen sa by, imamo da je on kon-
vergentan. Neka je

L = lim a, € R.

n—o0

Isto tako, posmatrajuci niz (b)) zakljué¢ujemo da je on opadajuéi i ogranicen

odozdo sa ag, te je i on konvergentan. Neka je

D = lim B, € R.

n—oo

Po uslovu teoreme, na osnovu recenog, dobijamo da vazi:

Kako duzina segmenata tezi 0 kada se n neograniceno povecava, prelaskom u posled-
njoj nejednakosti na granicéni proces kada n — +oo dobijamo, koriste¢i ”teoremu o
dva policajca”, da je L = D = &. Dokazimo da je £ zajednicka tacka svim segmen-
tima.
Kako je
€ € lan,by), ¥YneN

onda vazi i
“+oc0

{§} € ﬂ[ambn]-

n=0

8Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918)-veliki nemacki matematicar
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Dakle, pokazali smo da je
+oo

{€) € bl

n=0

Dokazimo obrnutu inkluziju. Ako bi postojalo neko &; tako da je £ # &; i

+oo
61 € ﬂ [aTm bn]a
n=0

tada bi bilo
L<&E <D

L<{<D,
pa kako duzina segmenata tezi 0 imali bismo da je £ = &;. Dakle, vazi

—+00

{6} = (lan:bal.

n=0
]

Posledica 1. (O konvergenciji metoda polovljenja intervala) Neka je f :
[a,b] — R neprekidna funkcija i neka na krajevima segmenta uzima vrednosti razlici-
tog znaka. Tada je metod intervala konvergentan. Presek svih segmenata je resenje
jednacine f(x) = 0.

Dokaz. Neka je [an,b,] niz umetnutih segmenata dobijenih metodom polovljenja
intervala. Kako duzina segmenata tezi nuli, po Kantorovoj teoremi imamo da je
presek svih segmenata jednoelementan skup. Neka je

—+00

m [an, bn] =&,

n=0

Dokazimo da je f(§) = 0. Neka je

L= lima,=&= lim b, =D.

n—0o0 n—oo

Koristeci neprekidnost funkcije f, imamo da je

n—oo

lim /(@) f(be) = f ( 1im a, ) f ( 1im b,) = F(L)F(D) = f(&)* <0,

Poslednje moze da vazi samo kada je f(§) = 0. Time smo dokazali da je metod
polovljenja intervala konvergentan.

]

[zracunavanja vrsimo sve dok je duzina tekuceg intervala veca ili jednaka od
zeljene tacnosti €. U praksi se ne ispituje uslov da li je vrednost sredisnje tacke
0, jer radimo sa numerickim vrednostima pa ¢e uvek biti vrednost sredisnje tacke
razlicita od 0.

Teorijski, moguce je izracunati koliko nam je potrebno koraka do postizanja
zeljene tacnosti €. Naime, kako mi u svakom slede¢em koraku interval podelimo na
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Algoritam 2 Metod polovljenja intervala
Input Funkcija f, segment [ag, bo] takav da je f(ag)f(by) < 01 tacnost .
1: n:=0;
2: while |b, — a,| > ¢ do
3 Sp = (an+b,)/2
if f(s,) =0 then
return s,,

4
ot
6: else if f(a,)f(b,) <0 then
7.
8

Apt1 = G, bn—i—l ‘= Sn

else
9: bpi1 := by, Api1 = S,
10: end if
11: n:=n+1

12: end while
13: return s,

pola imamo da ¢e u n-tom koraku duzina intervala biti b;—na Greska aproksimacije

je
bp —a, b—a
2 T oon+1”
gde je s, = (a, + b,)/2. Dakle, potreban broj iteracija odredujemo iz uslova

|T — s,] <

b—a b—a

2n+1<5<:>n>log2 -1

Zato, ukoliko sra¢unamo

iteracija sigurni smo da smo zadovoljili zeljenu tacnost €.

Algoritam 3 Metod polovljenja intervala sa unapred odredenim brojem iteracija
Input Funkcija f, segment [ag, by] takav da je f(ag)f(by) < 0 i tacnost e.
1: n:=0;
2: while n < [log2 b_T“ — 1} +1do
3 sy = (ay, +by)/2
if f(s,) =0 then
return s,

4
%
6: else if f(a,)f(b,) <O then
7.
8

Apt1 = Qnp, bn+1 ‘= Sn

else
9: bpi1 = by, api1 = S,
10: end if
11: n:=n+1

12: end while
13: return s,

Pseudokod sa unapred odredenim brojem iteracija bi bio, prema prethodno
recenom:
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Spora konvergentnost metoda je nadoknadena moguénoséu njegove sirkoke upo-
trebe, jer se samo od uslova zahteva neprekidnost na segmentu i da funkcija uzima
vrednosti razli¢itih znakova na krajevima tog segmenta.

Takode nema opasnosti od deljenja brojevima bliskim nuli, kao Sto ¢e se videti da
postoji kod drugih (brzih) metoda. Dakle, ovaj metod poseduje svojstvo globalne
stabilnosti.

Primetimo da je broj koraka do postizanja zeljene tacnosti logaritamski u od-
nosu na duzinu intervala, sto predstavlja analogiju sa ve¢ pomenutom binarnom
pretragom. Ova metoda nema nekog prakticnog znacaja dok je teorijski znacaj
fundamentalan.

2.4.2 Implementacija

Na osnovu pseudokod notacije lako sprovodimo implementaciju algoritma me-
toda polovljenja intervala u bilo kom programskom jeziku. Kod dajemo u program-
skom paketu Mathematica.

MetodPolovljenjalf_, a_, b_, eps_] :=
Module[{Tablica = {{"k", "x[k]"}}, i, sred, A, B},

i=0;
A= a;
B = b;

While[ Abs[B - A] > eps,
sred = (A + B)/2;

AppendTo[Tablica, {i, N[sred, 12]}];
If[f[sred] == 0, Print[sred]];
If[f[sred]*f[A] < O, B = sred, A = sred];
i++

1;

Return[TableForm[Tablica]]

]

Primer 2. Resiti numericki, metodom polovljenja jednacinu x3 + 2 —1 = 0 sa
tacnoséu e = 107°.

Resenje. Neka je funkcija f : R — R definisana sa
flx)=a+2—1.

Kako je f/'(x) = 322 + 1 > 0 imamo da je funkcija f rastu¢a na R. Sracunavajuéi
f(0)=—=1<01i f(1) =1 > 0 zakljutujemo po teoremi o meduvrednosti funkcije da
data jednac¢ina ima jedinstvenu nulu na segmentu [0, 1].
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s | e

([ k x[K] k x[K] )
1 0.500000000000 1 0.500000000000
2 0.750000000000 2 0.750000000000
3 0.625000000000 3 0.625000000000
4 0.687500000000 4 0.687500000000
5 0.656250000000 5 0.656250000000
6 0.671875000000 6 0.671875000000
7 0.679687500000 7 0.679687500000
8 0.683593750000 8 0.683593750000
9 0.681640625000 > 9 0.681640625000

10 0.682617187500 10 0.682617187500
11 0.682128906250 11 0.682128906250
12 0.682373046875 12 0.682373046875
13 0.682250976562 13 0.682250976562
14 0.682312011719 14 0.682312011719
15 0.682342529297 15 0.682342529297
16 0.682327270508 16 0.682327270508
[ 17 0.682334899902 17 0.682334899902 )

U prvoj tabeli su rezultati dobijeni koriséenjem izlaznog kriterijuma |z, —z,_1| <
¢ dok su u drugoj rezultati dobijeni koris¢enjem kriterijuma sa unapred srac¢unatim
brojem iteracija. Primetimo da se u ovom slucaju dobijaju identicni rezultati. A

2.5 Njutnov metod

U praksi, jedan od najprimenjenijih metoda je Njutnov? metod. On sadrzi u
sebi fundamentalnu ideju o linearizaciji problema. U nasem konkretnom slucaju
resavamo nelinearnu jednacinu f(x) = 0. Kako nemamo opsti metod za njeno
reSavanje a znamo opsti metod za reSavanje linearnih jednacina, pokusa¢emo da
problem svedemo na problem resavanja linearnih jednacina. Koristi¢emo se pome-
nutnom Tejlorovom formulom, razviijajué¢u funkciju f u okolini tacnog resenja.

Ovakav pristup problemu ima slede¢e pogodnosti:

1. Metod koji dobijemo ¢e biti brzi nego metod polovljenja ili opsti iterativni
metod, jer koristimo dodatnu informaciju o prvom izvodu funkcije,

9Tsaac Newton (1643-1727)-veliki engleski matematicar, fizicar i filozof
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2. Iterativna formula se ne komplikuje.

Negativne strane ovakvog pristupa su sledece:

1. Zahteva se diferencijabilnost funkcije pa se smanjuje klasa funkcija na koju
mozemo metod primenjivati,

2. Oblast konvergencije je uza (lokalno konvergentan metod) nego kod metoda
polovljenja ili opsteg iterativnog metoda.

Nekad se Njutnov metod naziva metod tangente jer je pomenuta linearizacija
nista drugo nego zamenjivanje funkcije tangentnom pravom.

2.5.1 Algoritam

Konstrukcija algoritma, na osnovu izlozene ideje, bi bila:

Polazimo od pocetne aproksimacije xg. Postavljamo tangentu grafika funkcije
y = f(z) u tacki (xo, f(zo)). Narednu aproksimaciju nalazimo u tacki gde tangenta
sece r-osu.

Formlano neka je x, n-ta aproksimacija resenja jednacine f(z) = 0. Jednacina
tangente grafika funkcije y = f(z) u tacki (z,, f(z,)) je

() y—f(n) = fl(za)(z —2,), neNU{0}
Narednu aproksimaciju reSenja nalazimo iz preseka tangente t, i x-ose. ReSavajuci
(linearnu) jednac¢inu, dobijamo iterativni metod

Tl = Ty — J{’((Z))’ n € NU{0}.

Sledi teorema koja daje uslove za konvergenciju Njutnovog metoda.

Teorema 7. Neka je f € C?(a,b), pri cemu reienje T jednacine f(z) = 0 pripada
intervalu (a,b) i za svako x € (a,b) vazi f'(x) # 0. Tada postoji € > 0 i postoji
segment [T — €, T + €] takav da je Njutnov metod konvergentan za svako xo € [T —
£, T +e¢l.

Dokaz. Iterativna funkcija Njutnovog metoda je

Tada je

Wy -1 @~ @) _ @)@
(f'(x)) (f'(x))

Kako je f(Z) = 0 imamo da je ®(Z) = 0. Kako je f € C?(a,b), imamo da je
funkcija ®'(z) neprekidna u T pa po definiciji neprekidnosti postoji [T — e,7 + ¢] C
(a,b) takav da je ®(x) < ¢ < 1 zaneko ¢ € (0,1) i za svako = € [T —¢,T+ ¢]. Kako
je

|P(z) — ()] = [¥'(&)]|z — 7]
gde je ¢ izmedu x i 7, dobijamo da je
|P(z) —Z| < |z —7| <e
tj. imamo da je
([ —e,T+¢)) C[T—e,T+¢l

Primenom posledice Banahove teoreme dobijamo nase tvrdenje.
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Teorema daje samo egzistenciju takve okoline ali ne daje koja je to okolina.
Jedan od najtezih problema iz teorije iterativnih metoda je odabir pocetne aproksi-
macije. U praksi stvari stoje malo drugacije. Pocetna tacka se bira, Sto bi se reklo,
dovoljno blizu ta¢nog resenja. Potom se pokrene program i ukoliko se vidi da do-
bijene iteracije konvergiraju, to se uzima za reSenje. Naravno, moze se desiti da se
dobije nesto sto uopste nije blizu resenja. Uglavnom su to neki vestacki konstruisani
slucajevi koji se u praksi ne javljaju ¢esto. Na kraju ovog dela da¢emo neke ovakve
primere gde se ispoljava "patologija”’ iterativnih metoda u praksi.

Sada dajemo teoremu koja odreduje red konvergencije Njutnovog metoda, pod
izvesnim uslovima.

Teorema 8. Neka vazZe uslovi prethodne teoreme. Ukoliko je f"(T) # 0, onda je red
(@)

konvergencije metoda v = 2 i asimptotska konstanta greske jednaka C' = 5P @)

Dokaz. Neka je e, = x, —T. Na osnovu Tejlorovih razvoja funkcija f i f’ u okolini
reSenja T imamo:

F) = 1) + P @+ L0062 1 o),

f'(@n) = f1(Z) + f"(@)en + o(en).

Zamenom u formulu kojom je definisan iterativni metod dobijamo

f(@)en + EPe + o(c3) e + o(ep)

T T @)+ S @en + olen) @ + [ (@)en + olen)

a odatle

(@ | oled) _
+ n 1/
Entl _ 2 @ (n — +00).

ez f(@) + f'([@)en + olen) 2f"(z)’

Ovime je dokazana nasa teorema.

Sada dajemo pseudokod ovog iterativnog algoritma.

Algoritam 4 Njutnov metod tangenti

Input Funkcija f, segment [a,b] gde je izolovan koren jednacine, pocetna aproksi-
macija zg € [a, b] 1 tacnost ¢.

n:=1

f(zo) .

f'(zo0)?

while |z,, — z,_1] > ¢ do

pom := x,
Ty, = pom —
Tp_1 := pom

n:=n+1

end while

return z,

T ‘= T —

f(pom)
f’(pom)
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Moze se koristiti slede¢a modifikacija Njutnovog metoda, tako Sto ne racunamo
vrednost izvoda funkcije u svakoj iteraciji nego samo u prvoj. Preciznije, koristimo
slede¢u iterativnu formulu

f(zn)

bt = f'(xo)'
Ovako imamo manje racuna ali se i red konvergencije smanjuje, tj r = 1.
Geometrijski gledano, metod funkionise tako Sto se tangenta postavlja samo
u tacki (zo, f(xg)) a svaka sledeca iteracija se dobija tako $to tangentu pomeramo
paralelno sa postavljenom i gledamo njene preseke sa z—osom. Ovde je i za ocekivati
da se red konvergencije smanji jer nigde nije sustinski iskoris¢ena informacija o prvom
izvodu funkcije f. Formalno, ovo potvrduje sledeca teorema.

Teorema 9. Neka je [ neprekidno diferencijabilna funkcija na intervalu (a,b) gde
je izolovan koren jednacine T. Neka za svako x € (a,b) vazi f'(x) # 0. Tada je red
konvergencije Modifikovanog Njutnovog metoda jednak r = 1.

Dokaz. Kako je funkcija f neprekidno diferencijabilna na (a,b) vazi
f(@n) = (@) + f(2n) (20 — T) + o(z, —T).
Kako je f(Z) = 0 dobijamo zamenom u formulu kojom je definisan iterativni metod

S (1_M> + oz, — ).

Tn — T f/(x(l)
Prelaskom na grani¢ni proces kada n — +00 u poslednjoj jednakosti, dobijamo
direktno po definiciji, tvrdenje nase teoreme. O]

Kod Modifikovanog Njutnovog metoda ne moze doé¢i do problema deljenja bro-
jevima bliskim 0, pod uslovom da f’(z¢) nije blisko nuli.

Informaciona efikasnost Njutnovog metoda je E; = % = 1 a racunska efiksanost
je B, =22 = /2.

Kod Njutnovog metoda broj funkcijskih izracunavanja po svakoj iteraciji je 2 a
red konvergencije je r = 2, To znaci da Njutnov metod zadovoljava granicu koju
predvida Kung-Traubova hipoteza pa je optimalan.

Informaciona efikasnost Modifikovanog Njutnovog metoda je F; = % =1a

racunska efiksanost F,. = 11 =1.

Kod Modifikovanog Njutnovog metoda je broj funkcijskih izracunavanja po sva-
koj iteraciji jednak 1, ali je red konvergencije takode jednak 1, te imamo da ovaj
metod ne zadovoljava granicu koju predvida Kung-Traubova hipoteza, te nije opti-
malan.

Sledi pseudokod Modifikovanog Njutnovog algoritma.

2.5.2 Implementacija

Sada dajemo implementaciju Njutnovog metoda i Modifikovanog Njutnovog me-
toda u programskom paket Mathematica. Na kraju, dajemo poredenje ova dva
metoda na konkretnom numerickom primeru.

Zaustavni kriterijum ¢ée biti |z, — z,-1] < e i kod Njutnovog metoda i Mo-
difikovanog Njutnovog metoda, a izracunavanja ¢e biti vrsena u double precision
aritmetici.
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Algoritam 5 Modifikovani Njutnov metod tangenti

Input Funkcija f, segment [a,b] gde je izolovan koren jednacine, poc¢etna aproksi-
macija xy € [a,b] 1 tacnost e.
n:=1

Tl ‘= Ty — f(zo) .

7 (@0)’
while |z, — x,_1| > ¢ do
pom := x,

T, = pom —

Tp_1 := pom
n=n+1
end while
return z,,

J(pom)
I'(zo)

ISR Il

NjutnovMetod[f_, x0_, eps_] :=
Module[{Tablica = {{"i", "x[i]"}}, xold, xnew, xpom, i},
xo0ld = x0;
i=0;
AppendTo[Tablica, {i, N[xold, 12]}];
i++;
xnew = xold - f[xold]/f’[xold];
AppendTo[Tablica, {i, N[xnew, 12]}];
it++;
While[Abs[xnew - xold] >= eps,
Xpom = Xnew;
xnew = xpom - f[xpom]/f’ [xpom];
AppendTo[Tablica, {i, N[xnew, 12]}];
xold = xpom;
i++
1;
Return[TableForm[Tablica]]
]

ModifikovaniNjutnovMetod[f_, x0O_, eps_] :=
Module [{Tablica = {{"i", "x[i]"}}, xold, xnew, xpom, i},
xold = x0;
i=20;
AppendTo[Tablica, {i, N([xold, 12]}];
it++;
xnew = xold - f[xold]/f’[x0];
AppendTo[Tablica, {i, N[xnew, 12]}];
i++;
While[Abs [xnew - xold] >= eps,
Xpom = Xnew;
xnew = xpom - f[xpom]/f’[x0];
AppendTo[Tablica, {i, N[xnew, 12]}];
xold = xpom;
i++
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1;
Return[TableForm[Tablical]
]

Primetimo da smo mogli na poc¢etku da zapamtimo vrednost f’(zy) i nju da
koristimo na dalje u toku programa jer na ovaj na¢in optere¢ujemo izrac¢unavanja.
Kod ovog primera ova ¢injenica ne utice na brzinu iterativnog procesa, ali kod vec¢ih
izracunavanja to postaje vrlo osetno.

Primer 3. Njutnovim i Modifikovanim Njutnovim metodom resiti jednacinu x> —

20 — 5= 0,9 sa tacnoséu e = 1077,

Resenje. Neka je f(x) = 2* — 22 — 5. Kako je f(2) = =1 <01 f(3) =16 > 0
sledi da postoji barem jedan koren jednacine f(x) = 0 na segmentu [2,3]. Sada je
iterativni proces definisan sa

x3—2x; — 5
3z —2 7

)

Tit1 = T4 — ZENU{O}

Za pocetnu aproksimaciju uzimamo xy = 2. U prvoj tabeli su prikazani rezultati
dobijeni pomoc¢u Njutnovog metoda a u drugoj pomoéu Modifikovanog Njutnovog
metoda. Vidimo da je Njutnov metod znatno brzi i postigao je dosta vecu tacnost
od zeljene.

i x[i]

0 2.50000000000

1 2.16417910448

2 211594357455
i i 3 2.10151659905
0 250000000000 & 2-09685714226

5 2.09531875986
1 216417910448

6 2.09480725963
2 2.09713535581 |

7 2.09463679621
3 2.09455523239

8 2.09457994367
4 2.09455148155
- 2 oaneianies O 2:09456097750

' 10 2.09455464979

11 2.09455253861

12 2.09455183423

13 2.09455159921

14 2.09455152080 |

\

Uzgred, ta¢no realno resenje jednacine f(x) =0 je

L §+ /1929 L3 5 V1929
V2 18 2 18

= 2.09455148... .

A

190vu jednacinu je Njutn upotrebio 1669. godine da bi ilustovao svoj metod.
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Primer 4. (Izraéunavanje n-tog korena broja) Neka je a > 0. Konstruisati
iterativni metod za izracunavangje Va.
Potom, izracunati v/13, sa tacnoséu e = 1078,

Resenge. Definisimo funkciju f, : R — R sa
folx)=2"—a, neN, a>0.

Resenje jednacine (realno) f(z) = 0 je /a. Lako nalazimo daje f/(z) = na"™!, Vx €

R,Vn € N. Sada imamo da je f!(z) # 0 za svaku okolinu tacke /a koja ne sadrzi

nulu, pa mozemo primeniti Njutnov metod za odredivanje korena ove jednacine.
Iterativni proces se sada lako konstruise.

fa(xr) p—a 1 a
Tkl = Tk — =) — =—|(n—1)z, + .
R F fi(xy) g nxz_l n ( ok zp

Primetimo da je konstruisani iterativni metod reda 2, zbog toga sto je Njutnov
metod reda 2.
Sada dajemo pseudokod ovog iterativnog algoritma.

Algoritam 6 Izracunavanje n—tog korena datog pozitivnog broja a
Input Pozitivan broj a, prirodan broj n, pocetna aproksimacija xg i ta¢nost ¢.

1. k=1

2y =1 ((n — Dz + xn“—,1>

3: while |z — zp_4| 205 do

31 pom = xy

4 ay =1 ((n — 1)pom + F#)
5. Tp_1 = pom

6: k:=k+1

8: end while

7: return x;

Izlazni kriterijum je |z, — x,_1| < . Sada lako mozemo napraviti program u
bilo kom jeziku za racunanje n-tog korena sa zeljenom tacnoscu.
NKoren[a_, n_, x0_, eps_] :=

Module [{xnew, xo0ld, pom, k, Tablica = {{"k", "x[k]"}}},
k =0;

AppendTo[Tablica, {k, N[x0, 12]}];

k++;

xo0ld = x0;

k=1;

xnew = (1/n)*((n - 1) xold + a/(x0ld"(n - 1)));
AppendTo[Tablica, {k, N[xnew, 12]}];

k++;

While[Abs[xnew - xo0ld] >= eps && k <= 10,

pom = xnew;

xnew = (1/n)*((n - 1) pom + a/(pom~(n - 1)));

AppendTo[Tablica, {k, N[xnew, 12]1}];
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xold = pom;

k++

1;
Return[TableForm[Tablical]]
]

Aproksimaciju vrednosti v/13 dobijamo pozivajuvi funkciju NKoren za poéetnu
tacku xo = 1.

x[K] )
1.00000000000
3.40000000000
2.73945618467
2.23773027445
1.89387553831
1.71720103369
1.67277294067
1.67028508572

1.67027765240
1.67027765233 )

0 3O Ul Wi~ O K

N}

Primetimo da smo dobili pribliznu vrednost sa ve¢om tacnoséu nego sto je bila
zeljena tacnost. A

Sada ¢emo dati jedan karakteristican primer gde Njutnov metod za neke startne
vrednosti osciluje.

Primer 5. (Oscilovanje Njutnovog metoda) Konstruisati funkciju, tako da za
neku startnu vrednost iteracije Njutnovog metoda osciluju oko dve vrednosti.

Resenge. Definisimo funkciju f: R — R sa

Za startnu vrednost o = 5 dobijamo vrednosti vrednosti prikazane u narednoj
tabeli a oscilovanje se jasno vidi na slede¢em grafiku.
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i x[i]
0 b5.
1 -5.
1 5.
2 —b.
3 5.
4 —5.
|5 5 |

A

2.6 Metod secice

U svakoj iteraciji Njutnovog metoda potrebno je izracunati vrednost prvog izvoda
f'(x) utacki x = z,. Ako je tesko izra¢unati vrednost prvog izvoda, moze se koristiti

aproksimacija
f(@n) = f(zn1)

Tp — Tp—1

[ () ~

Zamenom u formulu kojom je definisan Njutnov iterativni metod, dobijamo formulu
kojom je definisan metod secice:

Tp — Tp—1

I T G S

Naziv metoda potice iz ¢injenice da ako imamo dve startne vrednosti z; i x5 narednu
aproksimaciju dobijamo tako $to konstruiSemo pravu (secicu) kroz tacke (x1, f(z1))
i (xq, f(x2)) i1 odredimo je iz uslova preseka te prave i z-ose.

Sledece teoreme daju uslove pod kojima je metod secice konvergentan i red kon-
vergencije metoda. Dokaz se moze naéi u [1].

Teorema 10. Neka je f € C(a,b), takva da je f'(x) > m za neko m > 0 i za
svako x € (a,b). Ako je T reSenje jednacine f(x) = 0, tada postoji ¢ > 0 tako da
metod secice konvergira ka T za svako x1,x9 € [T — &, T + €| 1 pritom vazi

|z, — 7| < Cq™,
gde su C' >0 1iq€0,1) konstante a F,, je n-ti Fibonacijev'! broj'?.

Metod secice je najjednostavniji metod sa memorijom. Za izracunavanje svake
naredne iteraciji je potrebno znati dve prethodne.

Teorema 11. Uz pretpostavku da je f"(T) # 0, metod secice ima red konvergencije

1445

,
2
1 asimptotsku konstantu greske
o
|21 (@)

HTeonardo Bonacci (1170-1250)-italijanski matematicar

12Fibonacijevi brojevi su elementi niza definisanog sa: Fy =1, Fo = 1i F,, = F,,_1+F,,_3, n > 3.
Ovaj niz je jedan od najpoznatijih nizova u matematici i racunarstvu a potice iz mnogih pojava u
prirodi.
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2.6.1 Algoritam

Na osnovu izlozenog lako konstruisemo algoritam koji je dat slede¢im pseudoko-
dom.

Algoritam 7 Metod secica
Input Funkcija f, pocetne aproksimacije xg i x1 i tacnost €.
k=0
xoldl := zg
k=k+1
xold2 := x;
k=k+1
x3 1= xold2 — (f(x);‘fég:’}‘aﬁdl))f(x01d2)
=k+1
while |z, — xold2| > ¢ do

Xpom = T

. o xpom—xold1
10 T = (f(Xpr)m)—f(xoldl))f<Xp0nl)
11:  xoldl := xold2

12:  xold2 := xpom
13: k=k+1

14: end while

15: return z,

A IS A e ey

©

Primetimo da smo koristili pomoc¢e promenljive xpom1, xpom2 i xpom.

2.6.2 Implementacija

Na osnovu izlozenog pseudokoda lako implementiramo metod secice.

MetodSecicel[f_, x0_, x1_, eps_] :=

Module [
{x0ld1, x0ld2, xnew, xpom, i, Tabelica = {{"i", "x[i]"}}},
i=0;

xo0ldl = x0;

AppendTo[Tabelica, {i, N[xoldl, 12]}];
i++;

x0ld2 = x1;

AppendTo[Tabelica, {i, N[xo0ld2, 12]1}];
it++;

xnew = xo0ld2 - ((x0ld2 - xoldl)/(f[xold2] - fl[xoldl]))x*f[xo0ld2];
AppendTo[Tabelica, {i, N[xnew, 12]}];

i++;
While[Abs[xnew - x0ld2] >= eps,

Xpom = Xnew;

xnew = xpom - ((xpom - xo0ldl)/(f[xpom] - f[x0ld1l]))x*f[xpom];
AppendTo[Tabelica, {i, N[xnew, 12]}];

x0ldl = xo0ld?2;

xo0ld2 = xpom;

i++
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1;
Return[TableForm[Tabelical]
]

Primetimo da implementacija nije bas najbolja jer u svakoj iteraciji izracuna-
vamo dva puta jednu istu vrednost funkcije. Ovo se moze ispraviti ako najpre
zapamtimo izracunatu vrednost.

[lustrujmo metod secica sledeé¢im primerom.

Primer 6. Metodom secica, sa taénoséu e = 1077, naéi sva resenja jednacine x> —
Inx —2=0.

Resenje. Zapisimo datu jednac¢inu u njenom ekvivalentnom obliku
> —2=Inz.

Sada skicirajuci grafik funkcije na levoj strani jednakosti i skicirajuéi grafik funkcije
na desnoj strani jednakosti mozemo lokalizovati resenja jednacine.

.
2.0
— logx)

— x2-2

Sada lako zakljucujemo da jednacina ima dva reSenja. Prvo reSenje se nalazi u
segmenu [0, 0.5] a drugo u segmentu [1.5,2]. Za prvi koren startujemo sa xy = 0.1 i
x1 = 0.3, a za drugi koren sa ¢y = 1.5 1 1 = 2. Dobijeni su sledec¢i rezulati:

( )

x[i]
0.100000000000
0.300000000000
0.161374695057
0.141479157602
0.135809265484 °
0.138127024811
0.137932168127
0.137934803435

0.137934825582

x[i
1.50000000000
2.00000000000
1.55315708205
1.56483030991
1.56452490690
1.56446191452

1.56446225920
1.56446225926

N O Ul W N~ O -

O 1O Ul W N+~ O -
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U prvoj tabeli prikazane su aproksimacije manjeg a u drugoj ve¢eg korena jednacine.
Boldirane su tacne cifre. A

2.7 Metod Regula-falsi

Kod metoda secice moze se desti da razlika f(z,) — f(x,_1) koja se nalazi u
imeniocu moze vrlo brzo postati bliska nuli. Zato se ovo opasno deljenje brojevima
bliskim nuli moze izbe¢i ako fiksiramo jednu pocetnu tacku kroz ceo iterativni proces.

2.7.1 Algoritam

Dakle, modifikacijom metoda secice dobijamo iterativni proces
f(z,), meN.

Takode, pozeljno je da za sve naredne aproksimacije x, gde je n € N vazi da su
x, 1 xy sa razlicitih strana korena jednacine z. Ovako definisan metod je stabilniji
od metoda secice ali se odlikuje samo linearnom konvergencijom. Lako formiramo
pseudokod ovog algoritma.

Algoritam 8 Metod Regula falsi
Input Funkcija f, pocetne aproksimacije xg, z1 € [a, b] i tacnost .
n:=2

. _ T1—x9 .
T2 =20 7 Fa) = f(wo)
while |z, — x,_1| > ¢ do
pom = z,
L pom—zx
Tn 1= POM — o ey / (PO
Tp_1 1= pom
n=n+1
end while
return z,

A oy

2.7.2 Implementacija

MetodRegulaFalsi[f_, x0_, x1_, eps_] :=
Module [{Tablica = {{"i", "x[i]"}}, xold, xnew, xpom, i},
xold = x0;

i=0;

AppendTo[Tablica, {i, N([xold, 12]}];
xo0ld = x1;

i=1;

AppendTo[Tablica, {i, N([xold, 12]}];
i++;

xnew = xo0ld - ((xold - x0)/(f[xold] - f[x0]))x*(f[x0ld]);
AppendTo[Tablica, {i, N[xnew, 12]}];

i++;

While[Abs [xnew - xold] >= eps,
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Xpom
xnew

i++

1;

Return[TableForm[Tablical]

]

Xnew;

xpom - ((xpom - x0)/(f[xpom] - f[x0]))*(f[xpom]);
AppendTo[Tablica, {i, N[xnew, 12]}];
xold = xpom;

Primer 7. Koristeéi metod Regula-falsi, sa tacnoséu e = 107*, resiti jednacinu

= (22— 1)e "

Resengje. Skicirajmo najpre grafike funkcija na levoj i na desnoj strani jednakosti da
bismo izvrsili lokalizaciju nula jednacine.

05

L
-15

.
-10 ! -05

L L L L
05 10 15 20

Startujuci sa xg = —1 1 ; = —0.5 dobijamo slede¢e aproksimacije:

(

\

1
0
1
2
3
4
5
6
7
8

x[i )
—1

-0.5
—0.712071
—0.777261
—0.794511
—0.798869
—0.799957
—0.800228
—0.800295

J

Tacno reSenje jednacine je x = —0.8003176317391357... . A
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2.8 Konsrukcija metoda viseg reda (r > 3)

Sada ¢emo pokuSati da ubrazamo neke veé izlozene iterativne metode i da vi-
dimo da li se to ubrzanje isplati, gledano u odnosu na to koliko ¢e se povecati red
konvergencije u odnosu na broj funkcijskih izracunavanja po iteraciji. Relevantni
faktor ¢e biti racunska efikasnost iterativnog procesa koju smo veé¢ uveli.

2.8.1 Algoritam

Najpre dajemo slede¢u teoremu.

Teorema 12. Neka je
Tpy1 = (I)(ZE]C), ke NU {0},

iterativni proces sa konvergencijom reda r, gde je ® funkcija koja je (r + 1)-puta
neprekidno diferencijabilna w nekoj okolini granicne tacke T i neka je ®'(T) # r.
Tada je sa

T — @(l‘k)

1— %Q)’(xk)

definisan iterativni proces reda najmange v + 1.

Lk4+1 = T —

Dokaz ove teoreme se moze naéi u [2].
Primenimo sada prethodnu teoremu na ubrzavanje Njutnovog metoda.
Iterativna funkcija Njutnovog metoda je

@)
F'@)

Koriste¢i navedenu teoremu lako dobijamo metod

Thil = Tpp — 2f(zp) f' ()
T AP~ Fl) P )

Kako imamo ukupno 6 = 3 funkcijskih izra¢unavanja po svakoj iteraciji a metod
je reda r = 3 zakljucujemo da je racunska efiksanost za ovaj iterativni metod E. =
35 A& 1.4422 > /2. Dakle, zakljucujemo da je ovako konstruisan iterativni metod
blago efikasniji od Njutnovog ali nije primer optimalnog metoda, jer ne zadovoljava
Kung-Traubovu hipotezu.

O(x) =

2.8.2 Implementacija

Kod implementacije, ako bi direktno srac¢unavli po datoj formuli, imali bi jedni
izracunavanje vise, jer treba 2 puta da se srac¢una vrednost prvog izvoda u istoj tacki.
Zato, ovaj problem resavamo tako $to prvo zapamtimo vrednost prvog izvoda u nekoj
pomoc¢noj promenljivoj, a potom koristimo vrednost te pomoéne promenljive.

UbrzanNjutnovMetod[f_, x0_, eps_] :=

Module[{Tablica = {{"i", "x[i]"}}, xold, prv, xnew, izv, xpom, i},
xold = x0;
i= 0;
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Algoritam 9 Ubrzan Njutnov metod

Input Funkcija f, segment [a,b] gde je izolovan koren jednacine, poc¢etna aproksi-
macija zg € [a, b] 1 tacnost ¢.

1:n:=1

o f@o)f/ (@) .
20 L1 1= 20— 25 flao) o)
3: while |z,, — z,,_1| > ¢ do
3:  pom :=ux,

. — om £ (pom) f(pom)
L T = PO — 2 Fpom) i pom)
5% Tp—1 = pom
6:n:=n+1
8: end while
7: return z,,

AppendTo[Tablica, {i, N[xold, 12]1}];
i++;
prv = £’ [x0];
xnew = xold - 2 (f[x0] prv)/(2 (prv)~2 - f[x0] £’’[x0]);
AppendTo[Tablica, {i, N[xnew, 12]13}];
i++;
While[Abs[xnew - xold] >= eps,
Xpom = Xnew;
izv = £’ [xpom];
xnew = xpom - 2 (f[xpom] izv)/(2 (izv)~2 - f[xpom] £f’’[xpom]);
AppendTo[Tablica, {i, N[xnew, 12]13}];
xo0ld = xpom;
i++
1;
Return[TableForm[Tablical]
]

Primer 8. Naci najmangi koren jednacine Njutnovim metodom i Ubrzanim Njut-
novim metodom, sa tacnoséu € = 10%. Uporediti dobijene rezultate.

Resengje. Jednacinu mozemo transformisati u njen ekvivalentan oblik
x

sinx = e “.

Skiciranjem grafika funkcija y = sinz i y = e~ mozemo lokalizovati resenje.
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02f | P

. / L . . .
-05 05 10 15 20 25

"~ —o2p

-04

Startujuci sa xg = 0.5 dobijeni su sledeé¢i rezultati.

( x[i]

0.5000000000
0.5856438170 0.5000000000

! (]

0
0.5885294126 | - ; 0.5884141572

3

0.5885327440 g-gggggg;iig
0.5885327440 -

\ Ve

=W N = O

Uprvoj matrici u listu su prikazani rezultati za Njutnov metod a u drugoj za
Ubrzani Njutnov metod. Primetimo da je Ubrzani Njutnov metod za jednu iteraciju
brzi.

Tacno resenje jednacine je x = 0.5885327439818611... . A

2.9 Metod Ostrovskog

Sada dajemo primer optimalnog metoda cetvrtog reda. Metod je definisan sa

U = gy e = ) e Fn)

Metodi definisani na ovaj nacin nazivaju se viSetackasti metodi. Zapravo, me-
tod ¥y, = g1(zn), Tni1 = g2(xn,yn) ekvivalentan je metodu x,.1 = g(x,), gde je
9(x) = g2(z, 91 ().

Ukupno imamo 3 funkcijskih izra¢unavanja po svakoj iteraciji pa imamo da me-
tod zadovoljava Kung-Traubovu hipotezu. Racunska efiksandost metoda je E. =
43 = 1.5874. Dakle racunska efikasnost metoda je veca i od efikasnosti Njutnovog i
Ubrzanog Njutnovog metoda.

2.9.1 Implementacija

Ostrovskil[f_, x0_, eps_] :=
Module[{Tablica = {{"i", "x[il"}}, i, xold, xnew, xpom, yold, ypom,
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ynew, poml, pom2},

i=0;

AppendTo[Tablica, {i, x0}];

xold = x0;

yold = xold - f[xo0ld]/f’[xo0ld];

poml = f[yold];

xnew = yold - (xold - yold)*(poml/(f[x0ld] - 2 poml));
i=1;

AppendTo[Tablica, {i, xnew}];
While[Abs[xnew - xo0ld] >= eps,
Xpom = Xnew;

ypom = ynew;

ynew = xpom - f[xpom]/f’ [xpom];

pom2 = f[ynew];
xnew = ynew - (xpom - ynew)*(pom2/(f[xpom] - 2 pom2));
i++;

AppendTo[Tablica, {i, xnew}];
xo0ld = xpom;

yold = ypom;

1;
Return[TableForm[Tablica]]
]

Primer 9. Resiti, sa tacnoséu e = 10719 jednacinu

T = =cosz,
2
Metodom Ostrovskog, Njutna, Ubrzanim Njutnovim metodom i metodom secica i
uporediti dobijene rezultate.

Resengje. Skicrajmo najpre grafike funkcija

1
=z, = —COS T,
Y Y B
da bismo lokalizovali nulu funkcije. Pocetne aproksimacije su xg = 0.2 a za me-
tod secica xg = 0.2 1 z; = 0.5. Dobijeni su sledeéi rezultati. U prvoj tabeli su
izracunavanja vezana za Njutnov metod, u drugoj za Ubrzan Njutnov metod, u
tre¢oj za metod secica a u cetvrtoj za metod Ostrovskog.
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10+
r — X
L — 0.5c0s(x)
[ |
r |
L |
|
r |
| L I L L | L L L L | L L | X
-05 L 0.5 1.0 15 2.0 25
_0.5,

i x[i]
i x[i] 0 0.200000000000
0 0.200000000000 i x[i] 1 0.500000000000 "
1 0.463826201474 0 0.200000000000 2 0.447720000976 oo St
2 0.450217695230 , 1 0.200000000000 , 3  0.450307528253 , |  ("yioooccio o
3 0.450183611510 2 0.450183611229 4 0.450184732831 , '/ Sroiito
4 0.450183611295 3 0.450183611295 5 0.450183610784 .
5 0.450183611295 6 0.450183611295
7 0.450183611295
Tacno resenje jednacine je x = 0.45018361129487383... . A

2.10 Algebarske jednacine

Kako smo ranije napomenuli, algebarske (polinomske) jednac¢ine izu¢avamo odvo-
jeno zbog njihovog znacaja.

Definicija 5. Jednacina oblika
p(2) = apz" +a 2" M+ . ap_12 + an,  ag,ai,...,a, € C, ag #0,
naziva se algebraska ili polinomska jednacina stepena n € N.
Navodimo, bez dokaza fundamentalnu teoremu matematike.

Teorema 13. (Osnovna teorema Algebre) Svaki polinom p € Clz| ima barem
jednu nulu z € C.

Direktna posledica osnovne teoreme Algebre je sledece znacajno tvrdenje.

Posledica 2. Svaki polinom p € C[z| stepena n ima n kompleksnih nula, rac¢unajuci
svaku onoliko puta kolika je njena visestrukost.

Nule polinoma zavise direktno od koeficijenata. Iz Algebre je poznato sledece
takode fundamentalno tvrdenje.

Teorema 14. Algebarsku jednacinu stepena veceg od 4, u opStem slucaju, nije
moguce resiti tako da resenja budu izraZena preko njenih koeficijenata i matematickih
operacija sabiranja, mnozZenja i korenovanja u zatvorenom obliku.
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Moguce je na izvestan nacin povezati nule polinoma i njegove koeficijente. O
tome govori naredna teorema.

Teorema 15. (Vietove formule )Neka su zy,...,x, nule polinoma p € Clz].
Tada vaZe sledece formule

Z LiyLijy ==+ Ty, = (_1>k%7

1<i1 <ig<...<ix<n
L1+ XLy = (—1)”%.
ap

Opsirnije o ovim teoremama moze se na¢i u svim standardnim udzbenicima iz
Algebre, videti na primer [16].

Mi smo do sada razmatrali iterativne metode za odredivanje jednog korena
jednacine. Sada lako mozemo konstruisati algoritam za odredivanje svih korena
algebarskih jednacina, koristeci se izlozenim teoremama.

Naime, nekom metodom odredimo jednan koren jednacine. Neka je to z = zj.
Podelimo nasu jednac¢innu sa z — 2y i ponovimo prethodni korak nad dobijenim
polinomom. Radi preglednosti dajemo pseudokod ovog algoritma.

Algoritam 10 Izracunavanje svih nula polinoma

Input Polinom p(z) stepena n € N.

1 pi(z) := p(2)

2:1:=1

3: while degp;(z) > 0 do

4: Izracunati nulu x; polinoma p;(z) primenom nekog metoda za racunanje jedne
nule.

5. if z; € R then

6: pit1(2) 1= pi(2)div(z — 2)
T 1:=14+1
8:

else
9: ri := 2Re(z;)
10: ;= —|z]?
11: Piva(2) = pi(2)div(2? — riz — sy)
12: Zit1 1= %
13: =142
14: end if

15: end while
16: return {zq,...,z,}

Medutim, dati algoritam se ne primenjuje u praksi zato Sto se vrlo brzo ispolji
nagomilavanje racunskih greSaka. Zbog toga, razvijaju se metodi za simultano
(istovremeno) odredivanje svih nula polinoma.

B3Franciscus Vieta (1540-1603)-francuski matematicar
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2.10.1 Lokalizacija nula polinoma

Da bismo razvili uopste neki simultani metod, moramo znati u kojoj oblasti se
nalaze nule funkcije, jer je dobar odabir pocetnih aproksimacija vrlo bitna stvar koja
¢e se odraziti kroz ceo iterativni proces. Kako je u ovom slucaju pomenuta funkcija
polinomska, mozemo vrlo lako odrediti samo na osnovu njegovih koeficijenata oblast
u C u kojoj su smestene sve njegove nule.

Mi ¢emo dokazati samo najosnovniju teoremu ovog tipa, jer je koriste¢i ideju nje-
nog dokaza mogucée dokazati ¢itav niz ovakvih teorema koje daju bolja ogranicenja
pomenute oblasti. Za vise informacija pogledati izvanrednu zbirku zadataka [10].

Teorema 16. Neka je data algebarska jednacina
p(2) = apz" +a12" M+ an12 +an,  ag,ai,...,a, € C, ag #0,

i a = max{|agl|, |a1], ..., |an—_1|} @ neka je A = max{|ai|,|a1|, ..., |an|}. Tada sve nule
zi, 1 € {1,...,n} polinoma p se nalaze u prstenu

|CLO| +A

Ml ) <
| ao|

Dokaz. Kako je % > 1, dovoljno je posmatrati one korene polinoma koji su po

modulu veéi od 1. Tada je
p(z) > |apz"| — (|a12"_1\ +agz™ 2| 4+ ...+ |an|)

> lagz"| — A (|2" 7+ [2" 72+ .+ 2| + 1)

n—1 A
= falll” = AL > (ja = A

2| =1

Prethodna nejednakost vazi za svako z € C. Nekaje z = z;, i € {1, ...,n} proizvoljna
nula polinoma p. Kada bi
A
ag| — ——— ) |z[" >0
(’ o ’Z’i\—l)‘ "=

tada bi |p(z;)| > 0 pa z; ne bi bila nula polinoma sto je kontradikcija. Dakle, ako je
z = z; nula polinoma, tada mora da vazi

laol = — 2 ) 2 < 0
ao ‘Zly—l Zi .

Poslednja nejednakost je ekvivalentna sa

|a0|+A

|a0|

|Z7;| <

Levu stranu nejednakosti dobijamo kada upravo dokazanu desnu stranu nejednakosti
primenimo na polinom ¢(z) = z"p (%) . O
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Dakle, oblast je kruzni prsten u C sa centrom u koordinatnom pocetku.

2.10.2 Vajerstrasov metod

Osnovni simultani metod za izracunavanje svih nula polinoma je Vajerstrasov
metod. Ovaj metod je u literaturi poznat kao i Durand-Kernerov metod. Vise
autora je do ovog metoda dolazilo nezavisno jedan od drugog, sto potvrduje vaznost
dobijanja ovakvih iteratvnih metoda.

Ovaj metod je samo primenljiv na polinome koji nemaju visestrukih nula. Podimo
od jednakosti

p(z) =aog(z — 21)(z — 22) - - - (2 — zn).

Ako izrazimo nulu z;, i € {1,...,n} dobijamo jednakost

_ p(z)
Zi — R — — )
ao [Tj=1(z — 2;)
[
Neka su zEk), zék), e zr(lk) aproksimacije korena polinoma u k-toj iteraciji. Prethodni
izraz nam daje motivaciju za definisanje iterativnog metoda
(k)
(k1) _ (9 P (Zi )
K N A )Y
ao [ [i=1 <zZ —z; )
J#i
Ukoliko su startne vrednosti z%k), zék), - zgk) blizu ta¢nih vrednosti zq, 2o, ..., 2, Va-

jerstrasov metod ima kvadratnu konvergenciju.
Zanimljiva je sledeca hipoteza.

Hipoteza 2. Vajrestrasov metod je globalno konvergentan.

U praksi, na racunarima, hipoteza jos nije opovrgnuta nekim kontra primerom.
Zanimljivo je i sledece tvrdenje.
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Teorema 17. Za svako k € N vaZi

n n
§ : (k) _§ : —

Zp = Zi = —aq.
i=1 i=1

Dokaz ove teoreme koristi metode Kompleksne analize pa ¢emo ga izostaviti.
Dokaz se moze naci u [2].

Sledi implementacija Vajerstrasovog metoda izvedena u programskom paketu
Mathematica.

Koriséena je teorema o lokalizaciji nula polinoma, za odabir pocetne aproksima-
cije.

Izlazni kriterijum je dat funkcijom MxGreska. Naime, u svakoj iteraciji se srac¢una-
va matrica dimenzija n x 1 u kojoj su smestene aproslimacije nula polinoma. Za
svaku srac¢unatu matricu se izracunava vrednost polinoma u svakoj tacki iz matrice.
Potom se uzima najvec¢a vrednost po modulu i funkcija MxGreska vraca tu vrednost.
Izracunavanja prekidamo kada je vrednost funkcije MxGreska u nekoj iteraciji manja
od unete tacnosti € > 0.

Kako pocetnu vrednost biramo koriste¢i ugradenu funkciju RandomComplex ogra-
nicili smo broj iteracija sa velicinom maxIter = 10000 jer nismo sigurni da li itera-
tivni metod konvergira.

Funkcija VajerstrasovMetod vraca listu u kojoj su smestene aproksimacije nula
dobijenih pomoc¢u ovog algoritma na prvoj poziciji a na drugoj broj iteracija koje je
algoritam izvrsio.

MxGreska[pol_, mat_] := Module[{l = {}, i, mx, br},
For[i = 1, i <= Dimensions[mat] [[1]], i++,
AppendTo[1l, pol /. Variables[poll [[1]] -> mat[[i, 11111;
mx = Max[Abs[1]];
Return [mx]

]

Vajerstras[pol_, eps_] :=

Module [
{x, poll, an, w, n, i, j, k, 1, p, s, a0, Xnew, Xold, mat, Xpom, A,
a, grD, grlL, mid, maxIter = 10000},

x = Variables[pol]l [[1]];

1 = CoefficientList[pol, x];
n = Length[l] - 1;

a0 = 1[[-11];

an = 1[[1]];

poll = pol/a0;
a = Max[Take[Abs[1l], -Length[1] + 1]];

A = Max[Take[Abs[1], Length[1] - 1]];
grD = (Abs[a0] + A)/(Abs[a0]);

grL = (Abs[an])/(a + Abs[an]);

mid = 0.5%(grlL + grD);

mat = RandomReal [{-1, 1}, {n, 1}];

Xold = RandomReal [{0, 1}, {n, 13}]1;
For[w = 1, w <= n, w++,
Xold[[w, 1]] = RandomComplex[{-(1 + I)*mid, (1 + I)*mid}]];
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For[i =1, 1 <= n, i++,
mat[[i, 1]] = (poll /. x -> Xold[[i, 1]11)/(Productl[
If(i !'= j, (Xold[[i, 111 - Xold[[j, 111), 11, {j, 1, n}D]1;
Xnew = Xold - mat;
k =1;
While [Abs [MxGreska[poll, Xnew]] >= eps && k <= maxIter,
Xpom = Xnew;
For[p = 1, p <= n, p++,
mat[[p, 11] = (poll /. x -> Xpom[[p, 111)/(Product[
If(p '= s, (Xpom[[p, 111 - Xpom[[s, 111D, 11, {s, 1, n}D)];
Xnew = Xpom - mat;

Xold = Xpom;
k++];
Return[{Xnew, k}]

]

Primer 10. Odrediti Vajerstrasovim algoritmom, sa tacnoséu € = 1071 sve nule
polinoma
px) =2+ 2° + 2t 23 +2? o+ 1.

Resenje. Pokazimo najpre da dati polinom nema visestrukih korena, da bismo uopste
mogli da primenimo Vajerstrasov metod. Kako za svako x € C\ {1} vazi

=1

r—1"

p(x) =

a reSenja racionalne funkcije sa desne strane jednakosti su koreni iz jedinice!4,
imamo da polinom p nema viSestrukih korena.

Pozivom VajerstrasovMetod|[l+x+x"2+x"3+x"44+x"54+x"6, 10"(-15)] dobija-
mo rezultat

([ —0.2225209339563144 + 0.9749279121818236i )
0.6234898018587336 + 0.7818314824680298:
—0.9009688679024191 + 0.43388373911755814 1
0.6234898018587335 — 0.7818314824680298: ’

—0.22252093395631442 — 0.97492791218182361
—0.9009688679024191 — 0.4338837391175581+%

J

Broj izvresenih iteracija je 11 §to je izuzetno dobro u odnosu na visoku zahtevanu
tacnost. A

Pokusajmo sada da iskoristimo i izvod polinoma, da bi ubrzali Vajerstrasov me-
tod. Neka je dakle polinom
p(2) = (2 = 21)(z = 22) - - (2 — 2n),

polinom koji ima sve proste nule. Sada imamo da je

n

Piz) ~ 1 1 1
z)_zz—zi_z—zijLZz—zj'

rz) I

i

H4Koreni iz jedinice su kompleksni brojevi koji su resenja jednacine z™ = 1. Oni &ine temena
pravilnog n-tougla koji je upisan u jedini¢nu kruznicu, ¢ije je jedno teme kompleksan broj cos 27” +
.. 27
isin =L |

n
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Ovaj izraz nam daje motivaciju za uvodenje iterativnog metoda:

) -~ (k) .
iéim; 2:] 1 (m

j % z

(k1) _ (k) 1

Implementacija ovog algoritma je slicna implementaciji Vajerstrasovog algoritma.

MxGreska[pol_, mat_] := Module[{l = {}, i, mx, br},
For[i = 1, i <= Dimensions[mat] [[1]], i++,
AppendTo[1l, pol /. Variables[pol]l [[1]] -> mat[[i, 1111];
= Max[Abs[1]];
Return [mx]

]

Mealy[pol_, eps_] :=

Module [
{x, an, w, n, i, j, k, 1, p, s, a0, Xnew, Xold, mat, Xpom, A, a,
grD, grL, mid, izvodni, poll, maxIter = 1000},
x = Variables[pol]l [[1]1];

1 = CoefficientList[pol, Variables[pol]l [[1]1]];
n = Length[1l] - 1;

a0 = 1[[-11];

poll = pol/a0;

= 1[[11];
a = Max[Take[Abs[1l], -Length[1l] + 1]];
A = Max[Take[Abs[1], Length[1l] - 1]];

grD = (Abs[a0] + A)/(Abs[a0]);

grL = (Abs[an])/(a + Abs[an]);
mid = 0.5%(grL + grD);

mat = RandomReal[{-1, 1}, {n, 1}];

Xold = RandomReal[{0, 1}, {n, 13}1;
izvodni = D[poll, Variables[pol] [[1]]];
For[w =1, w <= n, w++,
Xold[[w, 1]] = RandomComplex[{-(1 + I)*mid, (1 + I)*mid}]];
For[i =1, 1 <= n, i++,
mat[[i, 1]] =
1/((izvodni /. x —-> Xold[[i, 1]1)/(poll /. x -> Xold[[i, 11]) -
Sum[If[i '= j, 1/(Xold[[i, 1]] - Xold[[j, 111>, o], {j, 1,
n}tl)];
Xnew = Xold - mat;
k =1;
While[Abs[MxGreska[poll, Xnew]] >= eps && k <= maxIter,
Xpom = Xnew;
For[p = 1, p <= n, p++,
mat[[p, 1]] =
1/((izvodni /. x -> Xpom[[p, 111)/(poll /. x -> Xpom[[p, 111) -
Sum[If[p '= s, 1/Xpom[[p, 111 - Xpom[[s, 111), O], {s, 1,

n}D];
Xnew = Xpom - mat;
Xold = Xpom;
k++] ;
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Return[{Xnew, k}]
]

Primer 11. Resiti prethodni primer novodobijenim metodom i uporediti rezultate.

Resenje. Pozivom Mealy[l+x+x"2+x"3+x"4+x"5+x"6, 10"(-15)] dobijamo rezul-

tat
( —0.9009688679024191 + 0.43388373911755821 )

—0.22252093395631442 — 0.9749279121818236¢
0.6234898018587336 + 0.78183148246802984
0.6234898018587335 — 0.7818314824680298:¢

—0.9009688679024191 — 0.4338837391175582¢

—0.22252093395631442 4 0.97492791218182361

7

\

Vidimo da smo i u ovom slu¢aju postigli zeljenu tacnost, ali sa 7 iteracija, te mozemo
zakljuciti da smo izvrsili ubrzanje iterativnog Vajerstrasovog metoda. JAN

U literaturi je ovakav metod specijalan slucaj Melijevog metoda. Videti za vise
informacija [14] i [15].

3 Sistemi nelinearnih jednacina

U prethodnom poglavlju smo razmatrali numericko resavanje nelinarnih jednaci-
na. Dakle, imali smo jednodimenzionalni problem. Problem se znato komplikuje
ako ga prosirimo na vise dimenzija.

Objasnimo o cemu se radi, radi jednostavnosti, u dvodimenzionalnom slucaju.
Neka su f,g : D — R gde je D C R2. Sistem od dve linearne jednacine sa dve

nepoznate je sistem
z,y) =10
S 4! (z,y)
g9(z,y) = 0.

Dakle, u R? ravni imamo dve krive i trazimo sve njihove preseke u oblasti D C R2.

3.1 Metod Njutna-Kantorovica

Najvec¢i problem je to Sto su jednacine nelinearne. Dakle, moramo nekako
izvr§iti njihovu linearizaciju. Posmatrajmo sistem od n € N nelinearnih jednacina
efinisan sa

)

fl(xlax% [EE)

fg(l'l,l’g, sy

0
0

Tn
T

(Sn)
fﬂ(xlny, 7xn) = 0.

Neka je @ = [x1 @2+ 2,7 vektor promenljivih a 7 = [f1 fo-+ fa]* vektor funkcija.
Sada sistem (S,,) mozemo zapisati u vektorskom obliku
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Neka je
2 ®) _ [xgﬂ MO x(k)]T

n

vektor promenljivih u k-toj iteraciji.
Na osnovu pretpostavke o diferencijabilnosti funkcija f; mozemo izvrsiti linearnu
aproksimaciju u okolini tacke 7Kk dobijamo

fi (?) =f (7(k)) + gﬁ (xl - xgk)) + aamf; (:1:2 — xék)) + ...+ gf (xn — xﬁ?) + rgk).

e 1. . . . o . = S .
Parcijalni izvodi su racunati u tacki x = 7 *®) . Neka je T =[] T3 wn]T tacno
reSenje sistema (S,,). Zapisano u vektorskom obliku dobijamo jednacinu

0=F (ZW) +J (Z®) (? - 7(’“) +r®),

gde je JJakobijeva ' matrica definisana sa

2@

Ox; 1<i,j<n

J(7

~—

k) — [Tgﬂ B rﬁjﬂ] .
Pod pretpostavkom da je matrica J (7('“)) invertibilna dobijamo
T =7® _ Y ZO)F (W) = LT ).
Zanemarivanjem poslednjeg clana dobijamo iterativni metod

2 — P YO (2®) g e NU{o).

Zaustavni kriterijum ¢e biti norma razlike uzastopnih iteracija. Kako su iteracije
16

vektori-kolone koristi¢emo Frobeniusovu
A € C"™ definisana je sa

normu. Frobeniusova norma za matricu

|AllF =

U programskom paketu Mathematica postoji ugradena funkcija za normu vektora.
Za matricu A € C*™, Frobeniusova norma poziva se sa Norm[A, "Frobenius”]. Vise
o normama vektora i matrica videti u [17].

Konstruisani metod se naziva metod Njutna-Kantoroviéa'”. Uslove za kon-
vergenciju je dao Kantorovic.

15Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)-nemacki matematic¢ar
16Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917)-nemacki matematicar
1"Leonid Vitaliyevich Kantorovich (1912-1986)-ruski matematicar
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Algoritam 11 Metod Njutna-Kantorovica

Input Sistem nelinarnih jednacina, pocetni vektor 7O i tacnost £ > 0.
1:=1
70 = 7O _ 1 7O)f (7©)
while Norm[Z ™ — Z (D] > ¢ do
Lpom = 7(71)
2 = Lpom — J_1<xpom>? ($p0m>
?(n) = Tpom

end while
return 7(”)

LN
3
+
—
|

Teorema 18. (Kantorovié) Neka je f; € C?(D),i € {1,...,n} gde je D C R"
oblast u kojoj jednacina R
T(@)=7

ima jednistveno redenje T = [T] Ty -+ T,|T. Ukoliko je det J (f) # 0, tada postoji

okolina U C D tacke 7 = [T1 T3 - - - T,)Y, takva da je metod Njutna-Kantorovica
konvergentan za proizvoljnu startnu vrednost 2O iz te okoline. U tom slucaju je
red konvegencije metoda jednak r = 2.

Dokaz ove teoreme se moze naéi u [2].

3.1.1 Implementacija

Implementaciju dajemo u dvodimenzionalnom slucaju, radi geometrijske pre-
glednosti.

Jacobi[f1_, f2_, tacka_] :=
Module[{a = tackal[1, 1]], b = tackal[[2, 1]], W, V,
x = Variables[f1][[1]], y = Variables[f1][[2]]1},
v = {{D[f1, x], D[f1, yl}, {D[f2, x], D[f2, yl}};
W=V/.x->a/.y->hb;
Return [W]]

NjutnKantorovic[f1_, f2_, eps_, xstart_] :=
Module[{Tabelica = {}, xnew, xold, xpom, i, x = Variables[f1][[1]],
y = Variables[f1] [[2]]},
Tabelica = {{"i", "X[il"}};
xo0ld = xstart;
i=0;
AppendTo[Tabelica, {i, MatrixForm[xold]}];
xnew = xold -
Inverse[Jacobi[f1l, f2,
xold]]l.{{f1 /. x -> xold[[1, 111 /.
y => xold[[2, 111}, {f2 /. x -> xold[[1, 11] /.
y —> xold[[2, 1]1]1}};
it++;
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While[Norm[xnew - xold, "Frobenius"] >= eps,
Xpom = Xnew;
Xnew =
xpom - Inverse[
Jacobi[f1l, f2
xpom]] . {{f1 /. x -> xpom[[1, 111 /.
y -> xpom[[2, 111}, {f2 /. x -> xpom[[1,
y —> xpom[[2, 1]11}};

111 /.

AppendTo [Tabelica, {i, MatrixForm[N[xnew, 15]11}];

xold = xpom;

i++

1;
Return[TableForm[Tabelical]
]

Primer 12. Sa tacnoséu e = 107% naéi jedno resenje sistema

? +y* + 3y + 5 = 0.

(8):{‘”2“/2‘1:0

metodom Njutna-Kantorovica.

Res$enje. Startujuéi od pocetne aproksimacije [z, yo]”
vrednosti

(i X[i] )
0 5
) ( 0. 0841747 )
—2.54081
5 ( 0.738395 )
—1.44412
3 ( 1.05948 )
—0.715343
A ( 0.920618 )
—0.477715
. ( 0.904478 )
—0.429536
5 ( 0.903858 )
—0.427836
. ( 0.903857 )
—0.427834
S ( 0.903857 )
\ —0.427834 )

= [7,—4]" dobijamo sledece

Kako je sistem simetrican u odnosu na koordinatni pocetak, po nepoznatim x iy,

mozemo zakljuéiti da je jos jedno resenje sistema [z, y]T =

71
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2r AN - x3+3xy+y3+05=0

N - X+y?-1=0

Primetimo takode da je ovde moguce primeniti moguénost simbolickog racu-
nanja. Naime, pozivom funckije dobijamo Jacobi[f1,f2, {{x}, {y}}] dobijamo Jako-
bijevu matricu
2z 2y

T@Y = 302 13y 32430 |-

Pozivom funkcije Inverse dobijamo matricu inverznu Jakobijevoj matrici u tacki
(z,y)

3y 43z o 2y
! _ —6yr246224-6y2z—6y>2 —6yr2+6224+6y2z—06y>
S (@,y) = — 3223y 2
—6yx2+622+6y2x—6y2 —6yx2+622+6y2x—6y2

Sada ne treba u svakoj iteraciji algoritma da izracunavamo inverznu matricu, nego
samo da menjamo x i y odgovaraju¢im vrednostima. A

3.2 Gradijentni metod

Prezentovac¢emo jos jedan metod za resavanje sistema nelinarnih jednacina. Pre
toga su nam potrebni neki osnovni pojmovi i tvrdenja.

T
Definicija 6. Neka je data funkcija f : R" — R. Vektor V f(xq,...,x,) = [aa—gl, ey %]

naziva se gradijent funkcije f u tacki (1, ...,x,) € R™(ako postoji).

Definicija 7. Skalarno polje je svaka funkcija U : R™ — R.
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Teorema 19. Neka je f : R? — R skalarna funkcija koja ima neprekidne prve parci-
jalne izvode. Tada gradijent funkcije f postoji i nezavisan je od izbora koordinatnog
sistema u prostoru R?. N

U svakoj tacki u kojoj je gradijent funkcije razlicit od 0 = (0,0) vaZi da gradijent
funkcije predstavija smer nagbrZeg rasta skalarnog polja odredenog funkcijom f.

Dokaz. Cinjenica da gradijent funkcije f postoji i da je nezavisan od izbora odabira
koordinatnog pocetka sledi direktno iz uslova teoreme.

Neka je (ay,a,) = @ # 0 proizvoljan pravac. Kako su parcijalni izvodi nepre-
kidne funkcije imamo da vazi

of (x,y) of (x,y,z)
0x, G+ dy

Sa druge strane, po definiciji skalarnog proizvoda, imamo
Vi(@,y) - (azay) = [[Vf(,y)l| - [ T[] - cos £(V f(z,y), D).

Odavde vidimo da je f5(z,y) najvece kada su vektori i V f(z,y) kolinearni. Kako
parcijalni izvod u pravcu nekog vektora "meri”rast funkcije u ravni koju odredjuje
taj vektor i njegova normalna projekcija na xOy ravan, imamo tvrdenje teoreme. [J

f/?(l',y) = ay:vf<xvy)'(ax7a’y)'

Posledica 3. Neka je f : R? — R skalarna funkcija koja ima neprekidne prve parci-
jalne izvode. U svakoj tacki u kojoj je gradijent funkcije razlicit od 0 = (0,0) vazi da
vektor koji je suprotan gradijentu funkcije predstavlja smer nagbrZeg opadanja
skalarnog polja odredenog funkcijom f.

Teorema 20. Neka je f : R? — R funkcija koja ima neprekidne prve parcijalne
izvode. Neka je (xq,yo) proizvoljna tacka ortogonalne projekcije tacaka krive na
xOy ravan za koju vazi da je f(z,y) = c. Tada je gradijentni vektor V f(xq,yo)
normalan na tu ortogonalnu projekciju tacaka.

Dokaz. Zapisimo dati skup tacaka f(z,y) = ¢ u parametarskom obliku
f(a(t),y(t)) =c, t € la,b].
Koristeci teoremu o izvodu slozene funkcije dobijamo

wx/(w + %;’y(t))y’(t) =0, tE€]a,b].

Na osnovu prethodne jednakosti imamo

(af(x((;)x, y(t))7 3f<$(£2/= y(t))) (@' (t),y' () =0, t€la,b).

Specijalno, imamo da je

(a f(x(tg)x, y(to)) | 0 f(:c(tg)y, y(to))) (@ (to),/ (to)) = O,

gde je ty € [a,b] za koje je x(tg) = xo 1 y(to) = yo. Na osnovu ove jednakosti sledi
tvrdenje teoreme. O

Prethodne dve teoreme se direktno uopstavaju na visedimenzionalni slucaj, ali
zbog jednostavnosti i geometrijske interpretacije date se u dvodimenzionalnom sluca-
ju.
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3.2.1 Algoritam najbrzeg pada

Neka je dat nelinearni sistem

fl(l'l, Ty ey .Z'n) =

0
(Sn) : f2(x17=732, ’xn) =0

fn(gjl) $27 ceey ':Cn) — O
Ovaj sistem je ekvivalentan jednacini

n

Z(fz‘(xl,l‘m e my))? = 0.

=1

Definisimo funkcionelu U : R® — R sa

n

Uy, 22, ) = Y _(fil@r, 22, .00y ).

i=1

Cilj je minimizovati funkcionelu U. Neka je 7 =1 jedinstveno resenje za koje
funkcionela U dostiSe minimum i neka je O pocetna aproksimacija. Konstruisimo
niz (7(’“))_]:3 takav da je U (?(0)) >U (?(1)) >U (7(2)) >U (7(3)) > ..
Neka je
TED =W N\ VU (7W), ke NuU{0}.

Prethodna jednakost je logiéna jer ako je 7 *®) tekuca iteracija, do sledeée dolazimo
tako sto se kre¢emo suprotno od gradijenta skalarnog polja U a duzinu koraka
odredujemo u svakoj iteraciji sa parametrom .

Parametar \; odredujemo iz uslova da skalarna funkcija S : R — R definisana
sa

Sit)y=U (Z® —w (Z®)))

imam minimum u tacki ¢ = . Linearizacijom jednacine S’(t) = 0 dobijamo da je

Y (VAEW), VU (TW) £ (7®))
Ne= S (VI W), VU (Z®)) b N0k

Kako je

ou 0 “ ’ 2\ “ A Ofi(x1, 9, ..., xy)
9w, o, (Z(fz(xhx%--wxn)) )—2Zfz($1a$2,---axn) oz,

i=1 =1

dobijamo da je

VU (1,29 oy ) = 207 (@1, T2, ooy 20)) T (1, T2 oy ).

(70, 5770)
(JkaT?w), JM,??““)) ’

Sada je

A =

N | —
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%
gde je fr = 7 (7(’“)) iJy=J (7(1“)) . Sada iterativni metod poprima oblik
_>
20D =2 W _ox T f, ke NuU{0}.
Dajemo pseudokod ovog algoritma.

Zaustavni kriterijum ¢e biti, kao i kod metoda Njutna-Kantorovica, Frobeniju-
sova norma razlike susednih iteracija.

Algoritam 12 Gradijentni metod

Input Sistem nelinarnih jednacina, pocetni vektor 7O § tacnost € > 0.

l:7:=1

20 TW = 7O — 2 (J(FONF (7O

3: while Norm [7(”) — 7("_1)} > ¢ do

4 Tpom = AR

5 T = o — 20(J T L (@)
6: TM = Tpom

Toi:=1+1

8: end while

9:

return 7™

Ovaj metod ima linearnu konvergenciju. Iterativni koraci su na pocetku
najveci, dok kako se priblizavamo reSenju su sve sitniji, dok na kraju osciluju, praveci
”cik-cak” korake oko resenja. Zato se u praksi koristi ovaj metod na pocetku, pa
kada se priblizimo reSenju, nastavlja se sa nekim brzim metodom (na primer Njutn-
Kantorovicev).

Za vise informacija videti [4].

3.2.2 Implementacija
Primer 13. Sa tacnoséu e = 1075 naéi jedno resenje sistema
) {10
2+ +3ey+1=0
gradijentnim metodom.

Resenje. Startuju¢i od pocetne aproksimacije [z, yo]? = [7, —4]7, dobijamo posle 42
iteracije reSenje [z, y]7 = [0.903858 — 0.427834]%. Iteracije ne navodimo zbog ustede
prostora.

Jacobil[f1_, f2_, tacka_] :=

Module[{a = tackal[1, 1]], b = tackal[[2, 1]], W, V,
x = Variables[f1][[1]], y = Variables[f1][[2]]},
v = {{D[f1, x], D[f1, yl}, {D[f2, x], D[f2, yl}};
W=V /.x->a/.y->hb;
Return[W]]

Lambda[f1_, f2_, tacka_] := Modulel[
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{rez, F, vek, vektor, vrednostl, vrednost2, x, y},

{x, y} = Variables[f1];
vrednostl = f1 /. x -> tackal[1, 1]] /. y -> tackal[2, 1]1];
vrednost2 = f2 /. x -> tackall[1, 111 /. y -> tackal[2, 11];
F = {vrednostl, vrednost2};
vek =

Jacobi[f1l, f2, tacka].Transposel[

Jacobi[f1l, f2, tackal].{{vrednostl}, {vrednost2}};

vektor = {vek[[1, 1]1], vek[[2, 1]113};
rez = (1/2)*(F.vektor)/(vektor.vektor);
Return[rez]

]

GradijentniMetod[f1_, f2_, eps_, xstart_] :=
Module[{Tabelica = {}, ListaTacaka = {}, xnew, xold, xpom, i,
x = Variables[f1][[1]], y = Variables[f1][[2]]},
Tabelica = {{"i", "X[il"}};
xo0ld = xstart;
i=0;
AppendTo[Tabelica, {i, MatrixForm[xold]}];
xnew = xold -
2%Lambdal[f1, f2, xold]*
Transpose [
Jacobil[f1l, £2,
xo0ld]].{{f1 /. x -> xold[[1, 1]] /.
y => xold[[2, 111}, {f2 /. x -> xold[[1, 11] /.
y -> xold[[2, 111}3};
it++;
While[Norm[xnew - xold, "Frobenius"] >= eps,
Xpom = Xnew;
Xnew =
xpom - 2+Lambdal[fl, f2, xpom]=*
Transpose [
Jacobi[f1, £f2,
xpom]] . {{f1 /. x -> xpom[[1, 11] /.
y -> xpom[[2, 111}, {f2 /. x -> xpom[[1, 1]] /.
y -> xpom[[2, 1113}};
AppendTo[Tabelica, {i, MatrixForm[xnew]}];
xold = xpom;
it+
1;
Return[TableForm[Tabelica]]
]
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N -=- xX+3xy+y*+05=0

N -—- X+y?-1=0

Sa slike mozemo uociti da je veli¢ina koraka na pocetku iterativnog procesa
najveca a da kako napredujemo ka reSenju sve se vise smanjuje praveci ”cik-cak”
korake oko resenja. A

4 Zakljucak

Kroz ovaj rad smo videli veliki znacaj numerickih i simbolickih moguc¢nosti pro-
gramskog paketa Mathematica u Numerickoj matematici.

Prakti¢no nijedno istrazivanje nije moguce izvrsiti bez upotrebe nekog dobrog
softvera, jer je nezamislivo da ¢ovek ”"ruc¢no” izracuna sve korake i najprostijeg
algoritma. Cak i da je to moguée posao bi bio vrlo zamoran a najverovatnije ¢e doéi
i do neke greske uslovljene ljudskim faktorom.

Kako se nelinearne jednacine sreé¢u u raznim naukama koje nisu obavezno mate-
maticke, kao Sto je ekonomija, biologija ili demografija, vazno je imati dobar algori-
tam koji ¢e ih resavati.

Aritmetika proizvoljne preciznosti nam omogucava da pristupimo resavanju pro-
blema sa onolikom tacnos¢u koja ¢e zadovoljiti prakticne potrebe.

Pored numerickih i simbolickih moguc¢nosti koje nam pruza programski paket
Mathematica, izdvojimo i izvanredne graficke moguénosti. Sve slike i grafici iz ovog
rada su nacinjeni u programskom paketu Mathematica.

Imaju¢i na umu grafiku, programski paket Mathematica, moze biti ne samo
naucno sredstvo, nego i izvanredna pomo¢ kod priprema predavanja u osnovnim,
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srednjim skolama i na visokoskolskim ustanovama.

5
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